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基于边界点搜索的洞室外域映射函数求解法 

皇甫鹏鹏 1，伍法权 1，郭松峰 1，熊  峥 2 
（1.中国科学院地质与地球物理研究所 工程地质力学重点实验室，北京 100029；2. 海南省公路勘察设计院，海口 570206） 

 
摘  要：弹性力学中，把地下洞室外域变换成单位圆外域的映射函数最普遍的形式是 Laurent 级数，因而求解级数表达式中

的系数则成为求解地下洞室解析解问题的关键。而通过搜索边界映射点的方法，可以得出一种求解映射函数表达式系数的新

解法。该法首先初始化一组近似的对应关系，通过这一初始映射关系所求解出来的映射函数，得出单位圆上点的相应的映射

点及初始映射洞形，由这些相邻映射点之间的距离，根据等距离比的原则，求出对应的在实际地下洞室边界上的点坐标。再

根据这一改进的对应关系，求解出第 1 次迭代的映射函数，如此循环下去，直到近似洞形与实际洞形足够地接近为止。运用

该方法可以灵活控制 Laurent 级数的项数、迭代循环的次数以及映射洞形的精度。该法能快速求解出各种复杂单个单连通区

域洞形的映射函数，尤其对目前工程中常见的复杂洞形，都能得出相当精确的映射函数。 
关  键  词：映射函数；地下洞室；Laurent 级数；边界映射点搜索 
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A new method for calculating mapping function of external area of cavern  
with arbitrary shape based on searching points on boundary 

 
HUANGFU Peng-peng1,  WU Fa-quan1,  GUO Song-feng1,  XIONG Zheng2 

(1. Key Laboratory of Engineering Geomechanics, Institute of Geology and Geophysics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100029, China;  

2. Institute of Highway Survey and Design of Hainan Province, Haikou 570206, China) 

 
Abstract: In the elastic mechanics, the general form of mapping function, which represents the area external to a given underground 
cavern by the area outside the unit circle in another plane, is Laurent series, hence to resolve the coefficients of Laurent series is one 
of the key points to make analytical solution to underground cavern. A new method for calculating mapping function is put forward 
by means of searching mapped points on the boundary of underground cavern. While employing this method, one set of mapping 
relation should be initialized, by which the initial mapping function is obtained; thus corresponding mapped points and mapped shape 
of the given cavern are achieved. According to the distances of adjacent mapped points in the mapped boundary, the relevant realistic 
point coordinates in the real boundary are obtained in terms of the principle of equal rate of distance. Then, based on this improved 
mapping relation, the first iterative mapping function is calculated. In light of this algorithm, the final mapping function, whose 
accuracy is in the controlling range, can be achieved. Applying this method, the number of series and iteration can be easily 
controlled; and the accuracy of the mapping function can also be flexibly dominated. The mapping function of single underground 
cavern with arbitrary shape can be rapidly calculated. Especially with regard to these common engineering caverns with complicated 
shape, quite accurate mapping function can be obtained by this method. 
Key words: mapping function; underground cavern; Laurent series; searching mapped point on the boundary 
 

1  引  言 

地下洞室围岩的应力和位移分析在力学上可

以归结为无限平面或半无限平面中的孔口问题。复

变函数解法不仅统一了弹性力学中的 3 种基本方法

和 3 类边值问题，而且还适用于直角坐标、极坐标

等正交曲线坐标系，因而特别适合解决复杂几何形

状、多连通域和奇异应力场的问题[1]以及地下洞室

应力场和位移场的解析解求解[2－3]。 
在应用复变函数法求解地下洞室应力和变形
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解析解和分析其特征时，其中最为关键的一点是求

解地下洞室的映射函数。对于较为简单的洞室，例

如圆形和椭圆形，都有精确的映射函数；然而对于

许多有工程意义的洞形，例如曲边墙拱形等，不能

像圆形和椭圆形洞室那样求解出仅由有限项组成的

精确的映射函数，在实际计算中，对于这类洞室只

能取级数的有限项，求出该类洞室的近似映射函

数。 
对于地下洞室外域的映射函数，现已有多种近

似求法，它们都各有千秋。例如，前苏联拉莆伦捷

夫[4]的所提出的多角形法，就是一种常用的方法，

不过鉴于隧道形状的多样性，在计算的过程中需要

用不同的多边形去逼近，这是此法的不便性；朱大

勇等[5]对 Laurent 级数进行变形近似后多次循环迭

代法，对于一般的外凸形和不复杂的洞室，可以获

取足够精度的映射函数，但对于较为复杂的洞形，

则会出现不收敛，产生较大误差；吕爱钟[6]的复合

形最优化技术求解法精度高，适用性强，但是只适

合于具有一对称轴的情况；范广勤等[7]的应用 3 个

绝对收敛级数相乘法求解非圆形洞室的外域映射函

数法，精度较低，且计算过程也相对复杂；另外还

有王润富[8]的复三角函数的正交性求解映射函数；

徐趁肖[9]的复变插值理论法；以及 Медентъев 法和

三角插值法，Challis[10]的分离傅里叶转换法以及

Deillo[11]的基于 Faber 级数法，另外，Savin[12]详细

论述过 Schwarz-Christoffel 变换法。 
本文所用的边界映射点搜索法，直接对映射函

数的普遍形式——Laurent 级数进行迭代计算，除仅

取有限项外，不做其他任何近似处理，并且本文所

用方法对映射函数的项数可做到自由控制，因而精

度很高。另外该法对于无对称轴的复杂洞形也可以

得出足够精确的解。并且该法编程容易实现，计算

时间短，是一种可以普遍使用的映射函数求解的新

方法。 

2  映射点搜索法的基本公式和步骤 

2.1  基本公式 
由复变函数论中的黎曼定理可知，对于在 z 平

面上由一条简单闭曲线所围成的单连通外域，一定

可以找到相应的映射函数，把该外域映射到 平面

上的单位圆外域（相应地，也可以推广到多联通外

域）[13]，如图 1 所示，设该映射函数表达式为 
( )z                 （1） 

式中：z 为 z 平面上单连通外域内的点坐标； 为

平面上单位圆外域内的点坐标；为映射函数。 

 
(a)                            (b) 

图 1  保角映射 
Fig.1  Conformal mapping 

 
该映射函数最普遍的形式可表示为 Laurent 级

数形式[14]： 

0
( ) ( )m

m
m

z R C   





           （2） 

式中：R 一般为复数，在洞形相对于 x 轴对称时为

正实数，它反映孔形的大小； mC 一般为复数，只与

孔洞形状有关。 
为便于下文的程序编写和计算，现将式（2）

中的系数 R 乘入到括号中，并仍用 mC 作为未知系

数，并只取前 m 项级数，整理后的映射函数为 
1 2 ( 2)

1 2 3 4( ) m
mz C C C C C                

（3） 
式中：m 若取无穷大时，则为精确的映射函数表达

式，但在实际计算中，这种做法不可行且也没必要，

因而都取有限项，只要精度能够达到所需要的计算

精度即可。 
2.2  映射点搜索法的计算步骤 

根据保角变换的特点可知，一般情况下洞室周

边上的任一点 ( , )i i iz r  映射到单位圆上 (1, )i i  时，

i 并不等于 i 。两者之间的关系仅由映射函数式

（2）确定，但在系数 mC 未知的情况下，两者的映

射关系式是无从确定的。在这种情况下，以往的做

法一般是把映射函数表达式（2）变换成复数形式，

然后再根据欧拉公式，化成三角函数的表达式形式，

从映射角度入手加以解决。在这期间，不免会对繁

琐的表达式和运算步骤进行简化，因而映射函数的

精度也会受到影响。 
本文所用的映射点搜索法无需对映射函数表

达式（3）做任何变形近似计算，而只是在对m 取

任意特定的数值后，直接编程对表达式（3）进行迭

代计算即可。该法的算法思想是：m 取任意正整数

后，式（3）则变成特定含有限项的映射函数表达式，

?i

i 
 

zi 
 ri

i 

 z 

 y 

x  
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在初始化一组洞室边界上的点与单位圆上的点的对

应关系后，代入到式（3），求解线性方程组，可以

得到映射函数系数的初始值和映射函数的初始表达

式。然后根据这一初始映射函数，计算出单位圆上

各点在初始映射函数作用下的映射点，得出初始映

射函数下的近似洞形。然后根据距离比（本文中特

指近似洞形和真实洞形上任意相邻 2 点与相应的近

似洞形周长和真实洞形周长之比）相等的原则，确

定出映射洞形上各个映射点在真实洞形上的相应位

置。再建立真实洞形上的点与单位圆上点的对应关

系，由式（3）计算出该对应关系下的映射函数的系

数，从而求解出第 1 次迭代下改进的映射函数表达

式，进而如此迭代循环下去，近似洞形会和真实洞

形越来越接近，直至达到某一精度下停止迭代，从

而求出最终的映射函数表达式。基于映射点搜索的

映射函数解法过程如图 2 所示。具体步骤如下： 
（1）初始化单位圆上点与真实洞形上点的对应

关系，本文中采用的对应关系为等角度映射，即：

假设单位圆上的点 (1, )i i  （本文中单位圆上的点

为等角度平分点，设把 360°的圆周平分为 n份，(n
的取值主要取决于洞室边界不规则度以及所需映射

函数的精度)，且第 1 个点为（1，0））正好映射到

隧道周边上的点 ( , )i i iz r  ，在该组对应关系下求解

出初始化的映射函数表达式 0 ( )z   。 
（2）由初始化的映射函数得出圆上 n个点在该

映射关系下的映射点和初始化的映射洞形，计算出

初始映射洞形上的所有相邻 2 点间的距离和映射洞

形的周长，从而计算出 n个任意两相邻点的距离比

L_rate1，然后根据此距离比求出在真实洞形上的映

射点坐标 map_z1。 
（3）建立单位圆上的点 (1, )i i  与映射点坐标

map_z1之间的对应关系，然后由式（3）求解出第 1
次迭代的映射函数表达式 1( )z   ，并根据此映射

函数求解出单位圆上各点相应的映射点和近似映射

洞形，然后再计算出此映射关系下的 n个任意两相

邻点的距离比 L_rate2，根据此距离比求出在真实洞

形上的映射点坐标 map_z2。 
（4）重复迭代（3）中所述过程，当所求出的映

射洞形与真实洞形足够接近，达到计算所需要的精

度即可。此时所求得的映射函数即为所要求足够精

确的映射函数表达式，可用于后续的应力及变形计

算分析，并且结果可以足够精确。 
 

     
(a) 初始等角度映射关系                          (b) 由等距离比求出洞形上映射点(虚线为实际边界线，下同) 

 

           
(c) 第 1 次迭代结果                    (d) 第 2 次迭代结果                  (e) 第 10 次迭代结果 

图 2  基于边界映射点搜索的映射函数解法示意图 
Fig.2  Sketches of conformal mapping based on searching mapped points on the boundary of underground cavern 

 

2.3  映射精度及判断标准 
映射精度为某次迭代后映射洞形上的所有映

射点与通过等距离比求解出来的在真实洞形上的各

自的相应映射点之间的距离和的算术平均值与真实

洞室边界总变长之比。即： 

s
L




                 （4） 

式中： s 为所有映射洞室上映射点与真实上相应映
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射点距离的算术平均值； L 为真实洞室边界总长。 
一般来说，当映射精度取 5%时，就能达到工

程计算的精度需要，但对于某些有特殊要求的工程

计算时，应该根据具体情况，来确定相应的映射精

度。 

3  计算实例 

本节将对常见的工程洞形使用本文所提出的

映射点搜索法求解出相应的映射函数，并与真实洞

形进行比较，检验该法的有效性及精度。 
下面将分别对 4 种洞形进行计算，它们是直臂

半圆拱形、曲边墙拱形（公路隧道标准内轮廓洞形）、

直墙马蹄形（铁路隧道永久衬砌外轮廓图）以及洞

形极为复杂的水电站地下主厂房。 
3.1  直臂半圆拱形 

直臂半圆拱形的几何尺寸如图 3 所示，轮廓线

上按照上文所述的等角度初始化映射法取 604 个

点。按照上文所述计算步骤，式（3）中的 m 分别

取 5、6、9 和 11，利用边界映射点搜索法分别迭代

20 次后，求得各自映射洞形，如图 4 所示。计算可

得，利用该法在 m 取 11 时，映射函数的精度已经

相当高，且映射洞形与真实洞形几乎完全相同。

m  11 时的映射函数为 

2 3 4 5

6 7 8 9

139.134 2168.176 7 1 600.741 4

122.132 6 161.664 3 59.662 8 4.292 1

18.302 2 8.243 8 10.953 4 0.115 2

 


   

   

    

   

  

 

（5） 
另外，利用吕爱钟的最优化技术法求解该洞形

的映射函数，当m  6 时，所求得的最终映射图形

如图 5 所示。与图 4(b)相比，可以看出，本文所提

出的方法在映射精度上要有一定优势。 
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图 3  直臂半圆拱形 (单位: mm) 

Fig.3  Straight wall and semicircle arch (unit: mm) 

 
(a) m=5                      (b) m=6 

 

 
(c) m=9                      (d) m=11 

图 4  m等于不同值时的直臂半圆拱形的映射图形 
Fig.4  Mapped figures of straight wall and semicircle arch 

when m is assigned different values 
 

 
图 5  m=4 时的映射图形(最优化技术法)(单位: mm) 

Fig.5  Mapped figures when m=4 
(optimization techniques) (unit: mm) 

 
3.2  曲边墙拱形 

曲边墙拱形洞形在一般的公路隧道和铁路隧

道中经常用到，本文中所取的尺寸如图 6 所示。按

等角度初始化映射法在洞形上取 500 个映射点，用

本文所述的方法，式（3）中的 m 分别取 3、4、5
和 13，且对于每个 m 值，都用该法迭代 20 次，求

出这 4 种情况所分别对应的映射洞形，如图 7 所示。

且由映射图形可知，当 m 取 5 时，所求得的映射函

数精度就已经很高，当 m 取 13 时，映射图形几乎

与真实洞形完全重合。m  13 时的映射函数为 

2

3 4 5 6

7 8 9 10 11

61.267 2 37.127 182.731 5 513.879 5

16.826 4 2.889 1 2.983 6 4.058

1.929 5 0.108 8 1.156 0.765 0.445 4

 
 

   

    

    

   

   

 

（6） 
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图 6  曲边墙拱形 (单位: cm) 

Fig.6  Curve wall and arched shape (unit: cm) 
 

  
(a) m=3                          (b) m=4 

   
(c) m=5                         (d) m=13 

图 7  m等于不同值时的曲边墙拱形的映射图形 
Fig.7  Mapped figures of curve wall and arched shape 

when m is assigned different values 

 
3.3  直臂马蹄形 

直臂马蹄形常作为铁路隧道中初期支护的内

轮廓线，并且在岩体质量较好的情况下，也可以不

进行初期支护，直接铺设永久衬砌，此时该断面就

是开挖围岩的轮廓线。本文计算中所用的直臂马蹄

形断面尺寸如图 8 所示。 
 

 
图 8  直臂马蹄形 (单位: mm) 

Fig.8  Straight wall and horseshoe shape (unit: mm) 

按照等角度初始化映射法在轮廓线上取 1 000
个点，并对式（3）中的 m 值分别取 4、8、11 和 17，
用本文所述方法求得不同m值所对应的近似洞形如

图 9 所示。且由图 9(d)可知，当 m 取值等于 17 时

的映射洞形和真实洞形几乎完全相同，所得到的映

射函数已经具有相当的精度。m  17 时的映射函数

为 

2

3 4 5 6

7 8 9 10

11 12 13 14 15

0.713 1 0.531 70.782 3+5.749 7

0.252 3 0.009 0.131 3 0.105 2

0.013 3 0.046 9 0.048 7 0.018 17

0.006 7 0.018 3 0.016 41 0.008 0.003 3

 
 

   

   

    

   

   

   

   

 

（7） 
 

 
(a) m=4                        (b) m=8 

 

 
(c) m=11                       (d) m=17 

图 9  m等于不同值时的直臂马蹄形的映射图形 
Fig. 9  Mapped figures of straight wall and horseshoe 

shape when m is assigned different values 
 
3.4  水电站地下主厂房 

水电站地下引水发电系统的主厂房是水电站

整个地下洞室中结构最复杂，也是最重要的洞室。

但也正是由于其结构的复杂性，所以以前的很多种

保角变换的方法都很少处理该类洞室，及时求解该

类洞室的映射函数，也是对真实的主厂房做很大程

度的简化；而该例子对某水电站主厂房洞室不加任

何近似处理，求解出其相应的映射函数，从而证明

了本文所述方法的有效性。并且由于主厂房关于任

意坐标轴均不对称，也相应地检验出该法对于非对

称图形映射的可靠性。 

y y 

y y 
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主厂房的几何形状示意图如图 10 所示，具体

尺寸参考锦屏一级水电站主厂房。由于该主厂房含

有多个奇异角点，为求得高精度的映射函数，需要

足够多的初始映射点，本文按照等角度初始化映射

法在主厂房断面上取 1 000 个点。式（3）中的 m 分

别取 30、50、80 和 100，用本文所述方法，求出这

4 种情况下的映射函数和近似映射洞形，其中 4 种

近似映射洞形如图 11 所示。由图形可以看出，虽然

主厂房形状极为复杂，且含大量角点，但在 m 取 100
后，所求出的映射洞形已经和真实洞形极为接近，

仅在个别角点出现明显的圆角现象，但在一般的工

程计算中，该映射函数的精度已经足矣。表 1 为 m
取 100 时，用该法所求得的映射函数系数的值。 

 
图 10  主厂房 

Fig.10  Main power house    

       
(a) m=30                         (b) m=50                         (c) m=80                        (d) m=100 

图 11  m等于不同值时的主厂房的映射图形 
Fig.11  Mapped figures of main power house when m is assigned different values 

 
表 1  m=100 时主厂房外域映射函数中的系数取值 

Table 1  Values of coefficients in the mapping function of the main power house shape when m is assigned the value of 100 

项数 系数 Ck 

[1 10] 
0.585+ 
2.685 9i 

-0.315+ 
0.024 3i 

0.382- 
1.015 3i 

-0.915 2- 
0.396i 

-0.258 2- 
0.254i 

-0.372 7+ 
0.121 2i 

0.032 4+ 
0.209 6i 

0.585+ 
2.685 9i 

-0.315+ 
0.024 3i 

0.382 6- 
1.015 3i 

[11 20] 
-0.124- 
0.256 8i 

-0.101 7+ 
0.001 1i 

-0.092 6- 
0.005 6i 

-0.081 8+ 
0.081 2i 

-0.016 4+ 
0.233 3i 

0.128 7+ 
0.109 4i 

0.110 7+ 
0.095 4i 

-0.124 1- 
0.256 8i 

-0.101 7+ 
0.001 1i 

-0.092 6- 
0.005 6i 

[21 30] 
-0.021 1- 
0.032 7i 

-0.102 8- 
0.026 8i 

-0.033 6+ 
0.039 5i 

0.068- 
0.002 5i 

-0.027 7- 
0.087 6i 

0.031 9+ 
0.015 6i 

-0.002 7- 
0.082 4i 

-0.021 1- 
0.032 7i 

-0.102 8- 
0.026 8i 

-0.033 6+ 
0.039 5i 

[31 40] 
-0.005+ 
0.117 4i 

0.055 5+ 
0.01i 

0.007 8+ 
0.059i 

0.052+ 
0.012 2i 

0.017 8- 
0.045 2i 

-0.059 5- 
0.001 1i 

0.004 4- 
0.002 9i 

-0.005+ 
0.117 4i 

0.055 5+ 
0.01i 

0.007 8+ 
0.059i 

[41 50] 
-0.025 9- 
0.028 8i 

0.009 2+ 
0.002 7i 

-0.005 1- 
0.033 7i 

0.008 2- 
0.013 8i 

-0.016 2+ 
0.001 1i 

0.015 5+ 
0.000 4i 

-0.010 1+ 
0.039 2i 

-0.025 9- 
0.028 8i 

0.009 2+ 
0.002 7i 

-0.005 1- 
0.033 7i 

[51 60] 
0.015 5- 
0.005 1i 

-0.032 2- 
0.004 3i 

0.014 1+ 
0.013 9i 

-0.027 6- 
0.021 9i 

-0.025+ 
0.011i 

-0.000 5+ 
0.013 3i 

-0.007 3- 
0.023 9i 

0.015 5- 
0.005 1i 

-0.032 2- 
0.004 3i 

0.014 1+ 
0.013 9i 

[61 70] 
-0.012 7- 
0.002 2i 

-0.002 1- 
0.002 3i 

-0.007 9+ 
0.030 7 i 

0.045 5+ 
0.005 5i 

0.011 1- 
0.001 6i 

0.021 8- 
0.006 3i 

0.011 9- 
0.003 8i 

-0.012 7- 
0.002 2i 

-0.002 1- 
0.002 3i 

-0.007 9+ 
0.030 7i 

[71 80] 
0.005 5+ 
0.014 3i 

-0.007 2+ 
0.004 5i 

0.008 3- 
0.005 5i 

-0.013 8- 
0.005 9i 

-0.008 1- 
0.0141i 

-0.019 4- 
0.003 5i 

-0.023 5- 
0.005 4i 

0.005 5+ 
0.014 3i 

-0.007 2+ 
0.004 5i 

0.008 3- 
0.005 5i 

[81 90] 
0.015 2- 
0.011i 

0.022 7- 
0.028 8i 

-0.017 7- 
0.017 6i 

-0.002 4+ 
0.000 8i 

-0.000 9+ 
0.011 5i 

0.001+ 
0.004 4i 

0.011 3+ 
0.022 2i 

0.015 2- 
0.011i 

0.022 7- 
0.028 8i 

-0.017 7- 
0.017 6i 

[91 100] 
-0.010 8- 
0.014i 

-0.036 5+ 
0.014 4i 

-0.002 3+ 
0.017 6i 

-0.008 5+ 
0.018 9i 

0.016 4+ 
0.013 5i 

0.032- 
0.016i 

-0.013 1- 
0.043 8i 

-0.010 8- 
0.014i 

-0.036 5+ 
0.014 4i 

-0.002+ 
0.017 6i 

 

4  结  论 

（1）对于一般工程中常见到的洞形，本文的边

界映射点搜索法可以求得相当精确的映射函数，完

全可以用于弹性力学的复变函数解法，以求解出该

洞室围岩的应力场及位移场解析解，进行科学研究

x 

y 
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或工程计算。 
（2）对于极为复杂的洞形，如洞形上含有很多

凹角或其它类型的奇异角点时，所求得的映射函数

与精确解相比，则有较为明显的差异，但随着映射

函数项数的增加，使用本文方法，还是可以达到一

定的工程精度之内。 
（3）因未对映射函数做除截项外的任何近似处

理，与文献[5]相比，在算法上有较大的改进，与其

他方法相比也具有较为突出的优势：对于简单的洞

形，式(3)中的 m 取很小值时，就可以求得极为精确

的映射函数；而对于复杂的洞形，m 取 100 项左右，

也可以求得满足一定工程精度的映射函数；且该算

法易编程实现，计算高效。 
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